
Topologia

Lista 1

Zad 1. Pokaza¢, »e dla dowolnej rodziny podzbiorów R zbioru X istnieje najmniejsza
topologia τ(R) na X zawieraj¡ca R. Co wi¦cej, je»eli

⋃
A∈RA = X, to τ(R) skªada si¦ z

sum sko«czonych przekrojów elementów rodziny R.

Zad 2. Niech (X, d) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡. Pokaza¢, rodzina kul otwartychB(x, r) =
{y ∈ X : d(x, y) < r}, x ∈ X, r > 0, tworzy baz¦ topologiczn¡. Uzasadni¢, »e zbiór U ⊆ X
jest otwarty w przestrzeni metrycznej (X, d) wtedy i tylko wtedy, gdy jest sum¡ kul otwar-
tych.

Zad 3. Sprawdzi¢, czy rodzina R = {[a, b), (a, b] : a, b ∈ R, a < b} jest baz¡ pewnej
topologii na R.

Zad 4. Pokaza¢, »e rodziny B` = {[a, b) : a, b ∈ R}, Bu = {(a, b] : a, b ∈ R} s¡ bazami
pewnych topologii na R, które oznacza¢ b¦dziemy odpowiednio przez τ` i τu.

a) Pokaza¢, »e topologie τ`, τu s¡ nieporównywalne, ale obie s¡ bogatsze od topologi
euklidesowej.

b) Pokaza¢, »e τ` ∩ τu jest topologi¡ euklidesow¡ na R

c) Opisa¢ topologi¦ generowan¡ przez τ` ∪ τu.

Zad 5. Czy istnieje baza przeliczalna wprowadzaj¡ca na R topologie euklidesow¡?

Zad 6. Naszkicowa¢ na pªaszczy¹nie R2 kule otwarte B
(
(0, 0), 1

)
dla nast¦puj¡cych metryk:

de(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 (metryka euklidesowa),

dt(x, y) = |x1 − y1|+ |x2 − y2| (metryka taksówkowa),

dm(x, y) = max{|x1 − y1|, |x2 − y2|} (metryka maximum),

gdzie x = (x1, x2), y = (y1, y2). Pokaza¢, »e metryki te wprowadzaj¡ na R2 t¡ sam¡ rodzin¦
zbiorów otwartych.

Zad 7. Niech (X, τ) b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡ i niech Y X. Pokaza¢, »e τY := {U∩Y :
U ∈ τ} jest topologi¡ na Y .

Zad 8. Niech (X, τ) b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡ z baz¡ B i niech Y X. Pokaza¢, »e
BY : {B ∩ Y : B ∈ B} jest baz¡ topologii podprzestrzeni (Y, τY ).

Zad 9. Niech (X, τX) i (Y, τY ) b¦d¡ przestrzeniami topologicznymi z bazami topologicznymi
BX i BY , odpowiednio. Pokaza¢, »e BX × BY jest baz¡ topologiczn¡ na X × Y i »e zadana
przez ni¡ topologia zale»y jedynie od τX i τY . Topologi¦ t¦ nazywamy topologi¡ produktow¡.

Zad 10. Niech B b¦dzie baz¡ topologi na R skªadaj¡ca sie z przedziaªów (a, b), a < b.
Pokaza¢, »e B × B jest baz¡ topologii na pªaszczy¹nie euklidesowej R2.


